
Les modèles EDD : Une famille de modèles nuls
génériques pour les réseaux écologiques

Tâm Le Minh, Sophie Donnet, François Massol, Stéphane Robin

MIA-Paris, INRAE

22 mars 2022
Statistiques au sommet de Rochebrune

1 / 22



Réseaux d’interactions écologiques

Interactions entre les espèces
→ fonctionnement de l’écosystème

Variabilité des réseaux
→ réponse aux perturbations extérieures
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Matrice d’adjacence

Matrice d’adjacence Y :

Yij = interaction entre les espèces i et j

Représentation aussi valable pour les tables de présence-absence et
d’abondance
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Étude des réseaux

Calcul de métriques globales :
Connectance, Nestedness,
Modularité
Indices de diversité
Fréquences de motifs
etc.
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Utilisation de modèles nuls

Test d’hypothèse avec une statistique :
On décide d’un niveau de significativité α,
On calcule la distribution F0 de la statistique associée à l’hypothèse
nulle H0,
On construit une zone de rejet en fonction de F0 et de α,
Si la statistique observée est dans la zone de rejet, alors l’hypothèse
H0 est rejetée.

Le modèle nul génère des réseaux aléatoires utilisés pour calculer la
distribution nulle F0 de la statistique.
⇝ H0 est donc déterminée par les hypothèses du modèle nul.
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Modèles de configuration (à degrés fixés)

Connor et Simberloff (1979) : conservent les degrés/sommes des lignes et
des colonnes

Exemple : algorithmes de swapping(
1 0
0 1

)
⇐⇒

(
0 1
1 0

)

Interprétation écologique : l’hétérogénéité de spécialisation entre espèces
crée le patron d’intérêt.

Cependant,
Quelle distribution des réseaux générés ?
Pourquoi conserver exactement les degrés ?
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Modèles à degrés attendus fixés

Contraintes sur les espérances des degrés : modèles probabilistes
Vazquez et Aizen (2003) : probabilité d’interaction proportionnelle à
la fréquence des interactions de la ligne et de la colonne (modèle
produit)
⇝ on ne dispose pas de la fréquence des interactions + modèle très
complexe

Bascompte et al. (2003) : probabilité d’interaction égale à la moyenne
des probabilités d’occupation (degrés) de la ligne et de la colonne
⇝ les espérances des degrés ne correspondent pas aux degrés observés
+ pas de proportionnalité
⇝ on peut imaginer une version produit de ce modèle

P(Yij = 1) = λ× w
(r)
i × w

(c)
j
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Modèle à distribution de degrés attendus (EDD)

Réseau défini par les distributions des degrés (sommes des arêtes issues
des nœuds) attendus des lignes et des colonnes

Notations
Densité du réseau : λ ∈ ]0, 1[
"Degré attendu" d’une ligne : f (Ui ), Ui ∼ U [0, 1],

∫
f = 1

"Degré attendu" d’une colonne : g(Vj), Vj ∼ U [0, 1],
∫
g = 1

Ui ,Vj
iid∼ U [0, 1]

Yij | Ui ,Vj ∼ B(λf (Ui )g(Vj))

En tant que modèle nul, H0 est bien identifié :
les espèces tirent leurs degrés attendus dans des distributions,
c’est un modèle produit.
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Modèle EDD

g0(v) = g(v) =

Ui ,Vj
iid∼ U [0, 1]

Yij | Ui ,Vj ∼ B(λf (Ui )g(Vj))

f0(u) =

f (u) =
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Une version pondérée du modèle EDD

Réseau défini par les distributions des degrés (sommes des arêtes issues
des nœuds) attendus des lignes et des colonnes

Notations
Densité du réseau : λ ∈ R∗

+

"Degré attendu" d’un insecte : f (Ui ), Ui ∼ U [0, 1],
∫
f = 1

"Degré attendu" d’une plante : g(Vj), Vj ∼ U [0, 1],
∫
g = 1

Ui ,Vj
iid∼ U [0, 1]

Yij | Ui ,Vj ∼ P(λf (Ui )g(Vj))

En tant que modèle nul, H0 est bien identifié :
les espèces tirent leurs degrés attendus dans des distributions,
c’est un modèle produit,
les fréquences d’interactions suivent une loi de Poisson.
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Propriété d’échangeabilité

Le modèle EDD est un modèle échangeable ligne-colonne : la loi jointe de
la matrice est invariante par permutation des lignes ou des colonnes.

Pour des permutations σ1 et σ2 :

(Y1•, ...,Ym•)
L
= (Yσ1(1)•, ...,Yσ1(m)•),

(Y•1, ...,Y•n)
L
= (Y•σ2(1), ...,Y•σ2(n)),

où Yi• := (Yi1, ...,Yin),Y•j := (Y1j , ...,Ymj).
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Propriété d’échangeabilité

En général, les statistiques étudiées donnent des informations sur la
topologie globale du réseau (nestedness, modularité, fréquences de motifs).
Elles ne dépendent pas du nom des espèces.

Toutes les espèces jouent le même rôle dans l’étude : on peut omettre la
taxonomie, i.e. considérer que si on permute les lignes ou les colonnes de la
matrice d’adjacence, elle représente toujours le même réseau.

Conséquences :
1 On peut utiliser des modèles échangeables ligne-colonne.
2 Certaines statistiques peuvent s’écrire sous la forme d’U-statistiques.

⇝ Le modèle EDD est adapté à ces études.
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U-statistiques

Hoeffding (1948) : (X1, ...,Xn) variables i.i.d.

U = r !

(
n

r

)−1 ∑
1≤i1 ̸=... ̸=ir≤n

h(Xi1 , ...,Xir ).

U-statistique sur une matrice m × n

U = p!q!

[(
m

p

)(
n

q

)]−1 m∑
i1 ̸=... ̸=ip

n∑
j1 ̸=... ̸=jq

h(Y{i1,...,ip ;j1,...,jq})

Exemple : fréquences de motifs

h(Y{1,2;1,2}) = Y11Y12Y21(1 − Y22)

h(Y{1,2;1,2,3}) = Y11Y12Y13Y21Y22Y23
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Estimation du modèle EDD

Rappel : Modèle EDD bipartite pondéré

Ui ,Vj
iid∼ U [0, 1]

Yij | Ui ,Vj ∼ P(λf (Ui )g(Vj))

où :
λ = E[Yij ]∫
f =

∫
g = 1,

∫
f k = Fk ,

∫
gk = Gk .

Quelques propriétés :
→ E[Y 2

i1j1
− Yi1j1 ] = λ2F2G2

→ E[Yi1j1Yi1j2 ] = λ2F2
→ E[Yi1j1Yi2j1 ] = λ2G2

⇝ Fonctions sur le quadruplet : h(Y{i1,i2;j1,j2}) = h(Yi1j1 ,Yi1j2 ,Yi2j1 ,Yi2j2)
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U-statistiques

U-statistique sur les quadruplets

Uh
m,n =

[(
m

2

)(
n

2

)]−1 m∑
i1<i2

n∑
j1<j2

h(Y{i1,i2;j1,j2})

Estimateur θ̂N := Uh
cN,(1−c)N ⇝ E[θ̂N ] = E[h(Y{i1,i2;j1,j2})] = θ

TCL pour les modèles échangeables ligne-colonne√
N

V
(θ̂N − θ)

L−−−−→
N→∞

N (0, 1).

Les U-statistiques permettent de faire de l’inférence statistique avec un
minimum d’hypothèses

Estimation
Intervalles de confiance
Tests de comparaison
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Exemple : test sur f

g0(v) = g(v) =

H0 : f ≡ 1 contre H1 : f ̸≡ 1
(F2 = 1 contre F2 > 1)

f0(u) =

f (u) =
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Exemple : test sur f

Étape 1 : Choix des noyaux des U-statistiques

h1(Y{i1,i2;j1,j2}) =
1
2
(Yi1j1Yi1j2 + Yi2j1Yi2j2)

E
[
h1(Y{i1,i2;j1,j2})

]
= λ2F2

h2(Y{i1,i2;j1,j2}) =
1
2
(Yi1j1Yi2j2 + Yi1j2Yi2j1)

E
[
h2(Y{i1,i2;j1,j2})

]
= λ2

Étape 2 : Propriétés de l’estimateur
Normalité asymptotique + théorème de Slutsky√

N

V h1

(
Uh1
N − Uh2

N

)
L−−−−→

N→∞
N (0, 1)

Estimateur de V h1 ?
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Exemple : test sur f

Dans le modèle EDD et pour h1, sous H0,

V h1 =
4λ4

1 − c
(G2 − 1)

Pour estimer V h1 , il faut encore estimer G2 :

h3(Y{i1,i2;j1,j2}) =
1
2
(Yi1j1Yi2j1 + Yi1j2Yi2j2)

E[h3(Y{i1,i2;j1,j2})] = λ2G2

Étape 3 : Estimateur consistant de la variance

V̂ h1
N =

4
1 − c

(Uh2
N )2

[
Uh3
N

Uh2
N

− 1

]
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Exemple : test sur f

Conclusion
Encore une application de Slutsky,√

N

V̂ h1
N

(
Uh1
N − Uh2

N

)
L→ N (0, 1).

H0 : f ≡ 1 contre H1 : f ̸≡ 1 ⇒ On rejette H0 au niveau α si la
statistique de test

TN :=

√
N

V̂ h1
N

(
Uh1
N − Uh2

N

)
> q1−α.
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Bilan

Les modèles EDD sont :

des modèles nuls probabilistes génératifs
⇝ H0 correspond à une hypothèse écologique,

des modèles échangeables ligne-colonne
⇝ résultats de convergence des U-statistiques,

des modèles semi-paramétriques mais les U-statistiques ne nécessitent
pas de connaître les distributions de degrés
⇝ possibilité de faire de l’inférence avec le minimum d’hypothèses.
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Merci de votre attention !
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